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ELEMENTE DE ALGEBRA
. MULTIMI SI ELEMENTE

DE LOGICA MATEMATICA

&) MULTIMEA NUMERELOR REALE

1.1. OPERATII ALGEBRICE CU NUMERE REALE

Din clasele anterioare sunt cunoscute urmitoarele multimi de numere:
a) multimea numerelor naturale: N={0,1, 2, ..., n, ...};

b) multimea numerelor intregi: Z={..., -1, ..., —2,-1,0,1 2,3, ..., n, ..};

¢) multimea numerelor rationale: © = {% a,beZ b= O}:

d) multimea numerelor irationale: R \ €;
e) multimea numerelor reale: R.

Intre multimile de numere enumerate exista urmatoarele relatii:
QUIR\Q)=R, QN(R\Q)=F NcZcQck

Pe multimea numerelor reale s-au definit doua operatii algebrice: aduna-
rea si inmultirea.

Adunarea
Operatia de adunare pe R asociaza oricarei perechi (x, y) de numere
reale un unic numar real, notat x +y si numit suma luix cuy.

= PROPRIETATI
Pentru orice numere reale a, b, ¢ au loc urmatoarele proprietati:
O a+b=b+a (adunarea este comutativa);
® (a+b)+c=a+(b+c) (adunarea este asociativa);
® a+0=0+a (0 este element neutru pentru adunare);
O a+(-a)=(-a)+a=0 (orice numar real a are un opus, —a).
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fnmultirea
Operatia de inmultire pe I asociaza oricarei perechi (a, b) de numere
reale un unic numar real, notat a-b sau ab, numit produsul lui a cu b.
= PROPRIETATI
Pentru orice numere reale a, b, ¢ au loc proprietatile:
& ab=ba (iInmultirea este comutativa);
® (ab)c=a(bc) (inmultirea este asociativa);

® a.1=1-a=a (1 este element neutrn pentru inmultire);

1 1 . - F 1
D a—=—.a=1, pentru a # 0 (orice numar a =0 are un invers, - ).
a a a

Cele doua operatii cu numere reale sunt legate prin proprietatea de
distributivitate a inmultirii fatd de adunare:

® a(b+c)=ab+ac

= OBSERVATII

a} Daca a, be R, se defineste diferenta dintre a si b. notata a-b. prin

egalitatea a —b =a +(-b) (suma lui a cu opusul lui b).

b} Daca a, be R si b#0, se defineste céatid dintre a si b. notat % sau a: b,

1
prin egalitatea % =a- B (a Inmultit cu inversul lui b).

¢} Din proprietatile celor doua operatii algebrice se obtin urmatoarele reguli de
calcul cu numere reale, valabile pentru orice numere reale a, b, c:
®a0=0a
® (-a)b=a(-b)=-ab
(-a)(-b) = ab;

® a(b-c)=ab-ac (distributivitatea inmultirii fata de scadere).

} (regula semnelor);

d} Pentru ae R si ne N se definesc:
lra=a,2-a=a+a,3-a=2a+a,...,n-a=(n-1)a+a:

a'=a a’=a-a a’=a’ a .. a"=a""-a (puterea cu exponent natural).

e} Pentru ae R’ si ne N se definesc:

1
a’ =1, a™ =— (puterea cu exponent intreg).
a
Din proprietatile inmultirii numerelor reale se dedur urmaitoarele reguli

de calcul cu puteri cu exponent intreg.
Fie a, be D" si m, ne Z. Atunci au loc egalitatile:

1) a®.g" :am+n; 3) (am)n =amn;

=a™"; 4) a™ -b™ =(ab)”.

n

6
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fi—Fic a un numar real pozitiv:

Riadacina patratad (radicalul) a numarului real pozitiv a, notata Ja, este
numarul real pozitiv al carui patrat este egal cu a.

2
Asadar Ja verifica relatiile: Ja >0, (\/5 ) =

Pentru a =0, \/6 =0.

a, (a >0).

Cateva reguli de caleul cu radicali
Fie a, b numere reale pozitive. Atunci au loc egalitatile:

a) Va /b =+/ab;

bR 2

EXERCITH SI PROBLEME

El. Sa se arate cid pentru oricare a, be R
avem:
a) (a+ b)? =a? + 2ab + b%;

b) (a-b)® =a —2ab + b%;

c) a® —-b% =(a-Db)(a+b);

d) (a+b)® =a® +b® + 3ab(a +b);

e) (a—b)3 =a® —b® —3ab(a-b).
E2. Sa se calculeze:

(2x—y)2; (4+2x)2;

(202 -30)(23 +3a); (X +27) :

(%—42)3; (3x—2y+x/§)z.

E3. Sa se arate ca pentru orice a, be R avem:

a) a® - b =(a—b)(a2 +ab+b2);
b) a% +b3 =(a+b)(a2 —ab+bz).

E4. Descompuneti in factori:
a) (3x +1)° - (x+3)%;
b) (3x+5)° - (x +1)%;

x\/b =

EXERSARE

¢l (\/g)n :\/a_”, ne #,;

d} introducerea unui factor sub radical:

J\f%, x>0,b>0
| (%) b, x<0, b20

c) (x+«/§)2—8;
o) (v2x-1)" -32x% 0 a®-bS;
g) x2—2\/§x+3—(y—2\/§)2;

h) 14a - 49a* +100b* - 1.
EB5. Séa se arate ca:

@ (2x+V3)" -27;

a) 922 +y2 +42x -4y +55=2 &
©x=-2,3)siy=2;

[ 222] 102200 (23]
{ [“1)2 = _3[:;)“}
a)'(\/§)5;(_ 33)_3_@@_[%]_3;

-3,4(1) _ (g)‘z . 0, (4)} .

-27,9

(3]

b) |:\/6561 .
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E8. Se considerd numerele reale a si b cu

e)|-1,2(5)+0,1(4)]- [12 -1,1(5)=
[ ) ( )] [ %) a+b=12 si ab=24. Si se calculeze:
-1.8(4)]. a) a% +b%, a%+ b3, a?+b?, a®+bS;
E7. Cu cat este egald media aritmetica m,, b) 1 e 1 1 +L 1 +i 1 + 1
. = . b ' 2 b2 ’ 3 b3 ’ 4 b4 *
media geometrici m, si media armo- a a a a
nicd m, a num;relor X 5 dacs: E9. Sa se arate ci daca a, b, cc R, atunci:
1 3 .
31x=[5'(6)—7+0-75]-§ si a) a2 +b% +c2 +ab+be+ca=

1 2 2 2
1 Y1 o7 =—[(a+b) +(b+ec) +(c+a) ];
SR el il g8 s

a a“ +b” +c” =(a+b+ec)” -
) x=(3§) +,/0,8(3).0,0(3) si ~3(a+b)(b+e)(c+a);

c) a®+b% +c®-3abc=(a+b+c)-

-7 - _y Tt
V=20 [0'125 0.25+(-1) :l ? -(a2+b2+c2—ab—bc—ca).

1.2. ORDONAREA NUMERELOR REALF

Reamintim c& axa numerelor (axa numerelor reale) este o dreapta pe
care s-a ales o origine O, un segment unitate si un sens numit sensul pozitiv.
Este cunoscut ca fiecarui numar real a i se poate asocia un punct A pe

axa numerelor, pentru care a reprezinti abscisa acestuia si scriem A(a).

De exemplu, numerelor reale 0,5, —/3, 5 li se asociazi pe axa
numerelor punctele M, N, respectiv P (figura 1).
N O M

/3 0 05

Figura 1

In acest fel ne putem imagina numerele reale ca puncte ale axei numerelor.
Fie a si b numere reale carora le corespund punctele A si B pe axa

numerelor.
Spunem ca a este mai mic decat b si scriem a <b daci pe axa numerelor

punctul A este la stanga punctului B (figura 2).
A O B +oco

-0
1 | .
1 I

f
a 0

Figura 2
Relatia a <b se mai scrie sub forma b>a si se citeste ,b este mai mare de:
Numerele reale x care corespund punctelor axei aflate la dreapta originii
S€ numesc numere pozitive si se foloseste notatia x >0 (figura 3).

-0 N(y) O M(x) +oo

Figura 3
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Numerele realey care corespund punctelor axei aflate la stanga originii
se numesc numere negative si se foloseste notatia y <0 (figura 3).

<= PROPRIETATI
Relatia , < “ definita pe R are proprietatile:
© Legea de trihotomie
Oricare ar fi numerele reale a, b are loc una si numai una dintre relatiile:
a<b, a=b, a>h.
@ Proprietatea de tranzitivitate
Daca numerele a, b, ce R satisfac relatiile a <b, b<c, atunci a<c.

<= OBSERVATII

Din legea de trihotomie rezulta ca dacd a nu este mai mare decat b,

atunci a poate fi mai mic decat b sau egal cu b si se scric a <b (se citeste ,a mai
mic sau egal cu b").

Asadar, a<b daca si numai daca a<b sau a=bh.

in loc de a <b se mai scrie b>a (se citeste ,b mai mare sau egal cu a“).

Relatia , <“ (mai mic sau egal) definita pe IR are urmétoarele proprietati:

@ Reflexivitatea. Pentru orice ae R, a<a.

® Antisimetria. Daca a, be R, a<b si b<a, atunci a=b.

© Tranzitivitatea. Daca a, b,ceR si a<b, b<c, atunci a<c.

Relatia ,<*“ definita pe R, care satisface aceste proprietati se numeste
relatie de ordine pe L.

® Pentru orice x, ye R avem x<y sau y <X.

Se spune ci relatia de ordine pe I este totala.

® Proprietatile de compatibilitate intre operatiile algebrice si relatia de
ordine pe R:

sDaca a, be R si a<b, atunci a+x<b+x, VxelR
e Daca a, be R si a<h, atunci ax <bx, V x20.

Din proprietétile operatiilor algebrice si cele ale relatiei de ordine ,, <* se
deduc toate regulile calculului algebric si ale calculului cu inegalitati.

Reamintim cateva reguli uzuale ale calculului cu inegalitati:
® dacid a<b, atunci —a =-b;

. . . a
s dacia a<b si x<0, atunci ax>bx si —=
X

%o

e daca O <a <b, atunci 0<%Sl;

a
edacia O<a<b si 0<c<d, atunci ac<bd $i%sg;
c

» daci a si b au acelasi semn, atunci produsul ab este pozitiv;
¢ daci a si b au semne diferite, atunci produsul ab este negativ.

9
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Cod 1 otlsst s g tust ff
. . 9 s , 2 , .
Fie a si b douid numere reale pozitive si m,, :ﬁ (media armonica),
. + N
a b
. o a+b . . .
m, = vab (media geometrica), m, = 5 (media aritmetica).
Sa se demonstreze ca: m,, < m, <m, (inegalitatea mediilor).

Solutie
Aratam ca m, < m,. Scriem inegalitatea sub forme echivalente ajungand la o

inegalitate evident adevarata. Se obtine succesiv:
: 2 r<Vab & 23'1’) <Vab < 2v/ab<a+b a-2/ab +b20e (vVa-vb) 20,
a+
— 4+ —
a b
inegalitate adevarata. Asadar, m, <m,.

Demonstram ca m, <m, urmand scrierea sub forme echivalente.

a+b<:>2\/ab Sa+b@a+b—2@20@(\/£—\/g)220,

Avem succesiv: ab <

inegalitate adevarata.
Rezultd ca m, < m, <m,.

EXERCITII $1 PROBLEME

EXERSARE

El. Fie a si b numere reale pozitive. Si se E3. Dacd 0 <a<b si se arate ci:

ordoneze de la cel mai mic la cel mai (b a)2

mare numerele: a, b, aT-'-b. VaZ + b2, a) m, -my, < 4a

b <(b- a)®

EZ2. Fie a, b numere reale pozitive. Si se ) m, -m, < 8a

arate ca:

3 > E4. Fie a, b, %, y numere reale. Atunci au
a+b _ ja®+b” loc inegalitatile:
a) 5 < 2

a) (ax + by)® < (a2 + bz)(x2 + yz)
(inegalitatea Cauchy-Buniakowslki-
¢) m, < % <m,. Schwartz);

b) J(a+b)® +(x+y)® <vVa?+x2 + yb% +y2
(inegalitatea lui Minkowski).

b) m, -mg 2m, —my;

APROFUNDARE
Al. Fie a, b, ¢ numere reale pozitive. Si se A2. Dacd a, b, ¢ sunt numere reale pozitive,

demonstreze ci: si se demonstreze ci:

a) abb+bbc L_ca Sa+12)+c; a) (a+b)(b+c)(c +a) > 8abc;

a+ + +
¢ cta b) a(b2+cz)+b(a2+cz)+
b) b+c+ﬂ+a+b26.
c +c (a2 + b2) > Gabc;

10
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) 2(a3 +b3 +c3)2(a+b)ab+ || A4, Fie a,,a,,...,a, numere pozitive cu
suma 1. Si se arate ca:
+(b+c)be+(a+c)ac

aja aga aja 1
s 2 2 a) —1°2 . 7273 4 el <o
d) a2 +b% +c? 2 ab +ac + be. a; +a, ap+ag a,+a; 2
—
. - y a, e kay ) + a;+ag+..+
A3. Fie a,, a,, ..., a;, numere pozitive. Sa b) \/ 1(8g +8g +... +8,) +\/85 (2 +ag aq) +
5 . n
selarate cas Heet 8y () +8y + . b8y ) S
2
Jajag +\jajag +...+./a;a, +./azag +
AS. Fie a;, a,, ..., a, numere pozitive cu pro-
n-1 1 A2y ooy
4o+ fagqa, < 2 (ay +ag +...+a,). dusul 1. Si se arate ca:

(1+a;)1+ay)...(1+a,)=2"

1.3. MODULUL UNUI NUMAR REAL
Sa consideram pe axa numerelor reale punctele A(2), B(-2). C(JE) si

D(-I0). _  B(2) 00  A(2)

] L | - L & .
= ! T I 1 = | i 4

Avem ca OA=0B=2 si OC=0D=+10.
Mai general, daca M(a) si N(-a) sunt puncte pe axa numerica, ele sunt

simetrice fata de originea O(0) si d(O, M)=d(O, N).

&,
*< DEFINITIE
e Se numeste maodulul sau valoarsa absoluia a numarului real a distanta
masurata pe axa numerica de la origine la punctul corespunzator

numarului a si se noteaza & .
{a, dacaa=0

Asadar, . !
-a, dacaa<O

al=

=" Exemple
o [-3=3 \—\/ﬁ\ =J10;: |8 =8 |0/ = 0: E’ :2; |-3, 21 = 3,21.

= OBSERVATIE
¢ Din definitia modulului unui numar real rezulta cu usurintd urmatoarele
proprietati:
a) |a|>0, Vael;
b) |a| =0 daci si numai dacd a=0;
¢) |a| = max(-a, a) (cel mai mare dintre numerele a si —a);
d) |-a|=]a|, V aec R

11
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B () 0 A@) . OA=OB

& -
bl T -

[l = |-a|

Alte proprietati ale modulului unui numar real sunt cuprinse in teore-
mele care urmeaza.

= TEOREMA 1
Pentru orice numere reale a, b au loc relatiile:
L. |a+b|<|a|+|b| (inegalitatea triunghiului): :
2. |a-b|<|a|+|b| (modulul diferentei este mai mic sau egal de ale ai. ma
modulelor); =
3. |a-b|=|al:|b| (modulul produsului este ega.l cu produsu
_la
bl
4. “a| bl <|a b[ (modmgj[ diferen

a

(modulul eatului este egal cu catul

Demonstratie
1. Trebuie discutate urmaétoarele patru cazuri:

a) Daca a>0,b>0, atunci a+b>0 si inegalitatea devine egalitate:
[a+bl=a+b=|a]+[b|.

b) Daca a<0, b<0, atunci a+b<0 si inegalitatea devine egalitate:
|a+b|=-a-b=l|a|+|b].

c¢) Daca a20, b<0, atunci |a|=a si |b|=-

Daca a+b >0, atunci |a+b|=a+b$a=|a[s|a|+]b|.

Daca a+b<0, atunci [a+b|=-a-b=-a+|b| <[bl< bl +]al.

d) Cazul a<0, b>0 se trateaza precum cazul c).

2. Avem succesiv: [a—b|=|a + (—b)|;|a| +[-b| = [a] +[b].

= H ramane drept tema.

3. Demonstratia egalitatilor |ab| = |a||b[ )

4. Avem |a|=|a—b+bl=|(a—b)+b,é|a—b|+|b|. Rezulta ca |a|-[b|<|a-b[, (1).
|b|=|b—a+a|=|(b—a)+a|$|b—a|+|a|, deci [b|-|a|<|b-a|=]a-b|, (2).
Deoarece ||a|-|b]| este egal cu unul dintre numerele [a]=[b| sau |b|-[a],

rezulta cu ajutorul relatiilor (1) si (2) ca lla] - [b|<la-b|. =

12
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4 Tema
+ Demonstrati inegalitatea |a|-[b] <|a +b].

Urmadtoarele proprietati sunt des folosite in rezolvarea unor inecuatii sau
in caracterizarea intervalelor de numere reale.

= TEOREMA 2
Pentru orice numar real a si orice numar real pozitiv |
1. |a|<c daca si numai daca -c<asq

2. |a|2 ¢ daca si numai daca
&monstratié T

1. Suficienta (=) Consideram ca |a|<c.

Daca a20 rezulti ci |aj]=a<c.

Daca a <0, rezultd ca |a|=-a<c, adica a>-c.

Asadar -c<a<c, VaeRsic>0.

2. Necesitatea (<) Consideram ipoteza -c<a<c, (1).

Inmultind cu -1 rezulta inegalitatile: ¢>-a >—c, adici —c<-a<c, (2).
Daca a >0, atunci |aj=a sidin (1) se obtine ca |a|<c.

Daca a <0, atunci |a|=-a si din (2) rezulta ca |a|<c. ®

4 Temad
+ Justificati proprietatea modulului: |aj>c > a<-csaua2c.
+ Demonstrati teorema 2, inlocuind inegalititile <, > cu <, respectiv >.

Exererlir MW
1. Pentru orice numar real a avem ca: va® = |a| .
a) Daca 0<a <2 sa se scrie sub forma mai simpl4 expresia:
E(a)=y(a-2) +V4+4a+a® ~/(3-a)’ +/4a® +49 -28a.
b) Sa se demonstreze ca:
Jy? -4v2y +12 +/5t2 + 40t +89 25, V y, te I.
Solutie
a) Din conditia 0 <a <2 obtinem ci:
a-2<0,a+222>0,(3-a)21>0 si 2a-7<-3<0, (1).
Expresia se scrie succesiv:

E(a)=y(a-2) +y(2+a)* - (3-a)’ +\(2a-7)* =Ja-2|+|2 +a|-[3-a|+

+|2a—7|u=)(—a+2)+(2+a)—(3—a)+(—2a+7)=8—a.

13
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b) Analizam expresiile de sub radical si avem:
y> —4\/§y+12=(y—2\/§)2 +4>4, Vyel.
5t” +40t+89=5(1*+8t+16)+9=5(t+4)" +929, Vte

Rezulta ca \y* —4v2y +12 +/5t> + 40t + 8922 +3=5, V y, te .

¥ 2. Daca a, b, ce R \ {0} sa se demonstreze ca:

a-b b-c |abbcca|
3 $Z

= l=
a) c a b l l c a b |
b) a-b| |b—c|+|a—c|>|a—b|'|b—c|_|c—a|
cllal bl [ cllallb]l
Solutie

a) Prin calcul algebric se obtine succesiv:

|a—b+b—c+c—a _‘ab(a—b)+b2c—c2b+cza—a2c

[ c a b abc
_|ab(a—b)-c(a® -b*)+c*(a- b}‘ (a-b)(ab-ac-bc+c?) ‘_
N abc J abc IL

_|(a=b)(b-c)(a-c)| _
abc ‘

abbcca|
b |

b) Se folosesc proprietitile modulului:

X +y+7<|x|+|y|+|z]. V x. y. ze R si |xyz|=|x||y| |2|. ¥V x. y, ze R.

a-b |b c]
cI'Ta ™

ca|
b[‘

abbcca|31|abbcca|
+ +

Avem:
a b || ¢ a b |

Ib=c| Je
all

b |

EXERCITH SI PROBLEME

EXERSARE
El. Sa se _determi.ne numerele reale care b) )x (x-2)-(x- 3)2~ =3;
verifica expresiile:
a) [a = 8; b) x| = - o) [(2-x)(x +2) + (x + 37| = 5;
c) |-y|=2: d) a+3|=1; . »
e) |-x - 4]=5; f |3 -6y/=12; d) (x_%J +(g_x) _2x(x+%J=2;
x-3
— — =2; h -2)(4-y)=0
’ 4 Q ) |(x )( y)| e) 14x2 +9x — 9' =
E2. S4 se determine numerele intregi care f ‘(X +1)° - (z - 2)31 =
verifica egalitatile:
a) |X +3%_5x/_15, g %HL‘
272 6| 2° -8 |x-2

14
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3.

E4.

Sa se determine numerele reale care
verifica inegalititile:

a) |3x-2/<0; -b) |4 -6x|<0;
c) || <3; d) 3x-4/-5<0;
e) ly-2/>0; f) ja+5/20;

g) ‘x5—1‘+‘x6+9‘>0.

S4a se rezolve inecuatiile:

a) M-a >1,neN’;
n 5
b) Z&l L >i,nel;
2n+3 2| 12
2
c) 1-2 +a zi,nel:
n? +1| 10
n
a2 4<l nen
3" +1 28

AlL.

A3.

A4,

Dacd aeN si beZ \ N, sa se scrie sub
forméa mai simpla expresia:

N iy i
4 (a+1)

~Ja+1) - (b -a).

. Dacd -2 <b < -1, si se rezolve ecuatia:

Jb+1)% = (b +2)* +/(3-2b)
=\(b-3).

Dacd x < 0 si se rezolve ecuatia:

’xz +8‘—|$x—2|—\[(x—3)2 +
w(2-x) —Jx* - (-2x)* =o.

y-2x-7|<3
si |4-3y|<2. Sa se arate cd 4<x+y<L

Fie x, ye R astfel incat

.Fie x;eR si 0;€{-1,0,1},i=1, n.

Sa se arate ci |0 X; + 0pXg +... + OpXy | <

<%y |+ [Ra| + ooe +|xp).

15

EB.

APROFUNDARE

AB.

A7,

AB.

Sa se rezolve ecuatiile:
a) [2x + 3{- 4|2 - (2x +5)| = -27;

b) |x|—1_[|x|—2+7—2|x|J=

4 4 5
_bx|-5_7,
T 10 4’
3

C)E

3‘ 5‘ 3’ 8
X——|=—|x-—|-—;
2 3 2 5
5 1
d) 4|2x|-7,1(6)=—2x|——;
) 4j2x|-7,1(6)= Spox| - 1

e) [9x + 45| =|3x +15|;
) ‘x2—9‘+|x+3|=0;

9 (& 10x+25) +5c-5/-0

h) v25x2 - 30x + 9 = \/9x? + 24x + 16.

Fie a, b, ¢ numere reale pozitive. Sa se
arate ca:
(ab+bc+ca)1—L‘Sab—l+
abc c
1 1
bc — = -
+|be a+ac b‘
Daci a,b,ceR\ {0}, si se demons-
treze ca:
1 1 1
a) (ja|+b|+|c]} =+ -+ (29;
(oo )+ 20
1 1 1 _a%2+b%+¢?
) —+ S+ S
lal " [B] " |e] |abe]

Fie a>0 si x, y, ze R astfel incit:

<2,
a

1 1
y| <=, |2/ <=.
a a

Sa se demonstreze ca:

o |xty [ 1,
1+a“xy| a
2
b) x+2y+z+a Xyz |{l'
l+a {xy+xz+yz}| a



